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KOMPLEKS SONLAR MAYDONINING

KENGAYTMALARI HAQIDA TUSHUNCHA
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Matematika fani o’qituvchisi

Annotatsiya. Ushbu magolada kompleks sonlar maydonining kengaytmalari
haqida qisqacha bayon qilingan bo’lib, kompleks sonlar haqidagi bilimimizni
yanada boyitadi.

Kalit so’zlar. Kompleks sonlar maydoni, matrissa, kvaternionlar jismi

Annotatsion. This article provides a brief overview of extensions
of the field of complex numbers, further enriching our knowledge of complex numbers

Keywords. Field of complex numbers, matrix, division ring of quaternions

Kompleks sonlar maydonini keltirib chigarishda haqiqiy sonlarni son o’qida
tasvirlash asosida tekislikning nuqtalar to’plami bilan o’zaro bir qiymatli moslik

asosidagi tasdigdan foydalanamiz.

Shuningdek, kompleks sonlar maydoniga haqiqiy elementli

-

ikkinchi tartibli kvadrat matritsalar to’plami orgali ham kelish mumkin. Hagigatda

qo’shish va ko’paytirish amallarini

ai b1 N a, bz _ a, +a, b1+b2 va
c, d; c, d, c,+¢c, d; +d,

by ) (2 b,) (a,+a,+bc, ab, +bd,
c,d, ] |c,d,] \¢ +c,+dc, ch, +d,d,

—
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deb olib, M ning maydon bo’lishligi ko’rsatiladi va unga izomorf bo’lgan kompleks

sonlar maydoni quriladi.

yé4
Agar M ning elementlar Q= { _;_J| a,fBe C}
- (24

kompleks sonlar, ya’ni a= a+bi, p=c+di, « = a — bi, g =c — di ko’rinishdagi
kompleks sonlar bo’lsa, bu to’plam qanday to’plamning shartlarini qanoatlantiradi

degan masalani qo’yamiz.

Kompleks sonlarni qo’shish va ko’paytirish amallariga asoslanib,

(23 SNl

ko’rinishdagi sonlar to’plamini hosil gilamiz. Bunday sonlarga kvaternionlar deyiladi.

Ularning to’plamiga esa kvaternionlar jismi deyiladi, bu yerda,

o (GoF ()

bilan belgilaymiz. Ular uchun i’=j*=k?= -1 bo’ladi.

Hosil gilingan kvaternionlar jismi fanda kattta ahamiyatga ega. Undan
geometriyada, mexanikada, fizikada keng foydalaniladi. Masalan, kvaternionlar va

uch o’lchovli vektorlar orasidagi bog’lanishni quyidagicha ko’rish mumkin.

ViVo= - (1, V, )+ Ve
bo’lib, birinchi qo’shiluvchi garama — qarshi ishora bilan olingan skalyar ko paytmani,
ikkinchi qo’shiluvchi esa vektorial ko’paytmani beradi.

Bu esa hozirgi kunda vektroli hisobda keng qo’llaniladi. To’rt bazisli (1, i, J, K)
kvaternionlar jismini topishni Gamilton topgan. 8 bazisli algebrani Kele topgan va

unga Kele algebrasi deyiladi.
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Kompleks sonlar maydonini qurishdaa .
M={??% )abecR}

matritsalar maydonidan foydalanildi. Bundan kompleks sonlar maydonini

kengaytirishda foydalanish mumkin. Bu yerda

Q=4 _“” |a=a+bi,f=c+di,a=a—bi,=c—di,a,b,c,d,eR}.
— Lo
bo’lgan matritsalar to’plamini olib, uning halqa, jism ekanligini ko’rsatadi. Bu jism

o’z ichiga kompleks sonlar maydoniga izomorf bo’lgan

C= [ a C}|a,c eR}  matritsalar maydonini oladi.
—C a

Demak, kompleks sonlar maydonini 0’z ichiga oluvchi va Q da izomorf bo’lgan Q
maydon mavjud bo’lib, unga kvaternionlar jismi deyiladi.
a =a + bi + ¢j + dk ga kvaternion jismi deyiladi.

Bu yerda i,j,k lar mavhum birliklar bo’lib, ularni

N B

matritsalarga mos qo’yamiz. U holda i*=j?=k?= -1bo’ladi.

Kvaternionlar jismi birinchi marta XIX asr o’rtalarida ingliz matematigi

Gamilton tomonidan kompleks sonlar maydonini kengaytirish orgali topilgan.

Gamilton to’rtta birlik 1, i, j, k asosida kvaternionlar jismini yaratgan edi.
Kvaternionlar nazariyasini yanada kengaytirish masalasi qo’yilganda Trobeniys
teoremasidan hagigiy sonlar maydoni ustida assosiativ — kommutativ algebralarning
izomorfizm anigligida ikkita hagiqgiy sonlar maydoni va kompleks sonlar maydoni

mavjudligi.
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Bunday algebralarning o’lchamlari yanada orttirilsa, u holda nolning
bo’luvchilari paydo bo’lar ekan. Shuning uchun noldan farqli elementga bo’lish

hamma vaqt ham mumkin bo’lavermaydi.

Endi batafsil Kvaternionlar va ularning tadbiglari haqida to’xtalib o’tamiz.

M={ ab| a,beR} matritsalar to’plamini garaymiz.
—ba

Bu to’plamning C — kompleks sonlar maydoniga izomorfligini ko’rsatamiz.

a+bics( )
—ba

moslik M va C to’plamlarining elementlari asosida o’zaro bir qiymatli, ya’ni har bir
kompleks songa bitta matritsani va har bir matritsaga bitta kompleks sonni mos qo’yish

mumkin. Bu moslikning elementlarini qo’shish va ko’paytirish amallariga nisbatan

ham saglanishini ko’rsatamiz.
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i

(a+bi)(c+di)=(ac-bd)+(ad+bc)i lardan,
ab|, | cd|_[ a+c b+dj
—ba —dc -b-d a+c

ab ad+b0] ac—bd _ cd|
~ba )ac—bd —~ad-bc | —dc

bu o’zaro bir qiymatli mosliklarning elementlarini qo’shish va ko’paytirishlarda ham

bajarilishini ko’rdik. Demak, M — matritsalar to’plami C — kompleks sonlar maydoniga

izomorf bo’lgan maydonni tashkil etadi.
M=C

Shu tariga aniglangan M maydon R hagqiqiy sonlar maydoniga izomorf bo’lgan
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M = {[33}|a e R }qgism maydonga (maydon ostiga)

ega. Bu esa C kompleks sonlar maydonini biror interpetatsiyalaridan biri ekanligini
ko’rsatadi. Demak, kompleks sonlar maydoniga M matritsalar maydonidan ham kelish

mumkin ekan. Bu holatdan kompleks sonlar maydonini kengaytirishda

foydalanamiz. Shu magsadda

{2

Matritsalar to’plamini qaraymiz, bu yerda a=a+bi, f=c+di — ixtiyoriy kompleks

sonlar, a=a—bi g=c—di laresaap larga qo’shma kompleks sonlar.

Bunday matritsalar qo’shish va ko’paytirishlar mavjud qoidalar bo’yicha

bo’yicha bajariladi, ya’ni:
ap |, | oev|_[ a+p B+ uj
—pa) \—vp) \=p+v a+o)
ap Qv | _ ap— pv au+ﬁ(7) J
~pa)l-vp) | -po—av -po+agp

Ikkita { as J va [ _(pUJ matritsalariga teng matritsalar deyiladi, agar a=¢ B=0v

- pa ~vg

bo’lsa.
Kvadrat matritsalarni qo’shish kommutativ va assosiativ, bunday matritsalarni
ko’paytirish assosiativ va ko’paytirish qo’shishga nisbatan o’ng va chap

distributivligini matritsalar nazariyasidan bilamiz.

: . —a- . : : .
Har bir [ i€ matritsaga ( — d J matritsa garama — qarshi matritsa bo’ladi.
_ﬂa —
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Demak, keltirilgan xossalardan Q matritsalar to’plamining halqa ekanligi kelib

chigadi.

Q halgada umuman olganda ko paytirish kommutativ emas. Masalan,

(Mlo 01}” bo’lib,
R ;inan

°ij¢ ® ' kelib chigadi.

io

Q halganing matritsasining determinanti

"|= aa+ B = (a+bi)(a—bi)+(c+di)(c—di) =

of
B

=aZ-abi+abi+b2+c2-cdi+cdi+d?=a2+b2+c2+d?

ga teng bo’lib, u holga teng bo’ladi, faqatgina a=f=0bo’lsa, ya’ni a=b=c=d=0 bo’lsa.
Bundan esa Q da nol matritsadan tashgari har bir matritsaga teskari matritsaning
mavjudligi kelib chigadi. Demak, Q da jismning barcha aksiomalari bajariladi va u

jismni (telo) tashkil etadi.

ac

Q jism o’z ichiga (
—ca

]ko’rinishdagi barcha matritsalar to’plamini oladi, bu

yerda a,c lar hagigiy sonlar. Demak, Q jism 0’z ichiga C kompleks sonlar maydoniga

izomorf bo’lgan maydonni oladi.

Bundan esa Q jismga izomorf bo’lgan va o’z ichiga C kompleks sonlar

maydonining kengaytmasi bo’lgan Q jismning mavjudligi kelib chigadi.

@ https://scientific-jl.net <3262} Buvinyck scypnana Ne-99
Yacmov—1_Aezycm —2026



https://scientific-jl.net/

g ’,! \ ObPA30OBAHHE HAYKA U HHHOBAIIHOHHBIE H/IEH B MUHPE I b\ !
2181-3187

—

Q jismni qurish uchun Q matritsalar to’plamida R hagigiy sonlar maydoniga

izomorf bo’lgan M matritsalar to’plamining elementlarini haqiqiy sonlar bilan

almashtirish yetarli, ya’ni

4 OJ =a deb olish yetarli. Buni ko’rsatamiz

0a

a | [ a+bi C+dij
“Ba) \-c+di a-bi

matritsa haqiqiy a,b,c,d sonlarning (a,b,c,d) to’g’riligi bilan aniglanadi.

[; (ﬂ birlik matritsa esa (1,0,0,0) to’rtlik bilan aniqlanadi.

[' ° J (0110] (f’ I]matritsalar esa (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) to’rtliklar bilan
o —1 — I O

aniglanadi.

Q matritsalar to’plamining har bir matritsasini quyidagicha yoyib yozish
mumkin:
a4+ bi c+di_j:ao+boi ol [co 01+do 0i
—c+di a-bi) loa) lob)g —i] \loc)h-10) lodio
Bu yerda M =R bo’lgani uchun,

(a Oj (b OJ (C Oj (d OJ lami mos ravishda a,b,c,d hagigiy sonlar bilan

0a ob ocC od

almashtiramiz.

(I ° j [O 1] [0 i] larni 0’z — 0’ziga ko’paytirsak;
0 —I -10 0

L
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bo’lib, har birining kvadrati izomorfizmga asosan, —1 ga tengligini ko’ramiz. Agar

bularni 1,j,k deb belgilasak.
a -+ bi c+dj
—c+di a-bhi
Matritsa a+bi+c;+dk ifoda bilan almashadi

1-ta’rif. a+bi+cj+dk ifodaga kvarternion deyiladi, agar bu yerda a,b,c,d lar

haqiqiy sonlar
Barcha kvaternionlar to’plamiga kvaternionlar jismi deyiladi.

(«Kvaternion»—lotincha so’zdan olingan bo’lib, «to’rttadan» degan ma’noni

anglatadi.)

a=a+bi+cj+dk kvaternionni aniglovchi a,b,c,d hagigiy songa uning

komponentlari yoki koordinatalari deyiladi.
Kvaternionlarni qo’shish mos koordinatalarini qo’shishga olib keladi.

1, i,j,k elementlarga kvaternionlar jismining birliklari deyiladi. ulardan oxirgi

uchtasi mavhum birliklar deyiladi.
Kvaternionlarni ko’paytirish matritsalarni ko’paytirishdek bajariladi.

Birliklarni ko paytirish jadvalini tuzamiz i>=j?k?=-1 ni yugorida aniglagan edik.
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(% feta) (o)
o5 6 B AT
(oo
SR HYE
- (2
L)

li=il=i, 1j=j1=j, 1k=k1=k lar orqgali Q kvaternionlar jismida birliklarni ko’paytirish

jadvalini tuzamiz

1 —jadval. Kvaternionlarni ko paytirish jadvali

X | 1 I ] k
1|1 I ] k
I -1 k | A

jo| k| -1 i
k | k| j |- ]-1

Kvaternionlarni ko’paytirishda ularni xuddi ko’phadlarni ko’paytirish kabi hadma —

had bajariladi.

Bunda ko’paytuvchilarning kelish tartibiga qat’iy rioya qilinadi, chunki ko’paytirish

kommutativ emas.
a=a; " bii+cyj+dik  f=ax+bsi+cyj+dok larni ko’paytiramiz.
a/?z(a1+b1i+clj+d1k)(a2+b2i+czj+d2k)=(a1a2-b1b2-clcz-d1d2)+

+(a1b2+azb1+01d2-02d1) I +(3.102+3201+b2d1-b1d2)j +(ald2+azd1+b102-b2C1)k (1)
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2-ta’rif. a=a+bi+cj+dk  va o =a-bi-cj-dk kvaternionlarga qo’shma

kvaternionlar deyiladi.

Qo’shma kvaternionlar ko paytmasiga bu kvaternionning normasi deyiladi va

N(a) deb belgilanadi.

a« =N(a) ni topish uchun (1) da
a;=ap=a, bi=b, ci;=c, di=d, b,=-b, c,=-c, d,=-d desak,

aa =N(a)=a?+b?+c?+d?
bo’ladi, shuningdek aa =N(a )=a?+b?+c?+d? ga teng. Demak,

N(@) =N(«) va aa=ca (2)
a va S kvaternionlar uchun
h-F-a 3)

tenglik o’rinli.

Buni ishot gilish uchun g-« ni hisoblab uni af bilan taggoslash yetarli.

Shuningdek, kvaternionlar ko’paytmasining normasi ular normalarining
ko’paytmasiga teng.
N(ap)=(aP)( pa)=a(pp)a =aN(P) a =aa N(B)=N(a)N(p)

Q kvaternionlar to’plami jism bo’lganligi uchun har bir a#0 kvaternionga teskari

kvaternion mavjud:

a__a
 N(a)

xa= f§ tenglama berilgan bo’lsin. uni yechish uchun tenglik ikkala tomonini

a! ga ko’paytiramiz.
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1 pa-l _ pal ﬂa 5 :
xaa™" =pfat = x=fa NG bo’ladi

R haqiqiy sonlar maydoniga izomorf bo’lgan a=a+o0i+0j+0k ko’rinishdagi
kvaternionlarning R to’plami kvaternionlar jismining gism maydoni bo’ladi. Q
to’plamda C kompleks sonlar maydoniga izomorf bo’lgan yana uchta qis maydon

mavjud, ular a+bi, a+cj, a+dk ko’rinishdagi kvaternionlar to’plamlarini tashkil etadi.

Kvaternionlar jismi XIX asrning o’rtalarida ingliz matematigi Gamilton
tomonidan qurilgan, Gamilton kvaternionlarni geometriya va fizikaga tadbiq qilish

mumkinligini ko’rsatgan.

Kvaternionlarni matematika, fizika va mexanikaga tadbiqlarini ham ko’rish

mumkin.

Har bir kvaternionni ikki gismga ajratish mumkin: a soni uning skalyar gismi,

bi+cj+dk uning vektor gismi deb garash mumkin.

v=bi+cj+dk vektorli qismi qo’shishga nisbatan kommutativ gruppani tashkil
etadi, chunki bu to’plamda qo’shish gruppaning hamma aksiomalarini

ganoatlantiruvchi algebraik amaldan iborat.
Bu gruppa uch o’Ichovli vektor fazaga izomorf. Bunda har bir
01:a1i+b1j+clk

kvaternionga o, ={a;, bi, ¢} ni mos qo’yamiz. Shuning uchun har bir v ={a,b,c}

vektorni geometrik interpetatsiyasi sifatida v=ai+bj+ck kvaternionni olish mumkin.

v to’plamda ko’paytirish algebraik amal emas, chunki v ning ixtiyoriy ikkita
elementini ko’paytirishda skalyar qismi noldan farqli bo’lgan kvaternion hosil bo’ladi

va demak, v to’plamga tegisli bo’Imaydi. Lekin bu holda ham
kvaternionlarni uch o’Ichovli fazo bilan bog’ligligi mavjud.

Ikkita v1 va vy larni ko paytiramiz:

—
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01:a1i+b1j+C1k 02=a2i+b2j+cgk
01 v=-(aza2+b1b2+C1C2)+(b1Co-b2C1 ) i+(a2C1-a1C2) j+(a1br-a2b)I

bu ko’paytmaning qo’shiluvchisini (birinchi) v1 va v vektorlarning garama — garshi

ishora bilan olingan skalyar ko’paytmasidan iborat bo’lib, qolgan qo’shiluvchilar esa

v1Va vy laring vektorli ko’paytmasini tashkil etadi. Demak,

01 02=-(51,52)+[ 51,52] (%)

ga teng. Bunda tenglikning chap tomoni v; va v, kvaternionlardan iborat bo’lib. O’ng

tomonida ularga mos vi={ai,b;,c1} va v.={a,bc.} vektorlar berilgan.

(5) tenglik kvaternionlarni ko’paytirish vektorli hisob nazariyasida ikkita harxil
(skalyar, vertikal) ko’paytma orasidagi bog’lanish hozirgi davrda fanda keng tarmoqli

qo’llanishlarga ega.

Kvaternionlar sonlar nazariyasida ham qo’llaniladi. Masalan kvaternionlarni

ko’paytirishdan Eyler ayniyati osongina kelib chiqadi.
(alz+b12+C12+d12)(a22+b22+C22+d22):(alaZ'ble'C1C2'dld2)2+
+(alb2+azb1+01d2-02d1)2+(alC2+azC1+b2d1-b1d2)2+(ald2+azd1+b102-b201)2

Kompleks sonlar maydoni ikkita birlik, ya’ni 1 va i dan iborat bo’lgan sonli
maydonni tashkil etadi. Uchta birlikdan iborat bo’lgan sonli maydonni tashkil etish

yaxshi natijaga olib kelmaydi.

Gamilton to’rtta birlik 1,i,j,k dan iborat bo’lgan kengaytmani topadi, ya’ni bu

kvaternionlar jismidir.
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